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CUATRO
FUNCIONES
No te preoupes por tus problemas on las matemátias, los míos
son todavía mayores.
Albert Einstein
El ser humano busa ontinuamente las ausas de los fenómenos naturales y los fatores
que pueden variar en ellas, un ejemplo son los ambios limátios. Huraanes, terremotos,
inundaiones, sequías extremas on intensidades y freuenias ada día más devastadoras.
Es posible tomar dos variables: una donde se haga referenia a los ambios limátios y la
otra que se reera a las intensidades y freuenias. En este aso las variables son ualitativas.
Este ejemplo se puede evideniar en un diagrama de onjuntos o diagramas de Venn, donde
se relaionan los elementos de la izquierda on los de la dereha.
Figura 4.1. Diagrama de relaión de una funión.
Esta relaión reibe el nombre de funión si, para ada variable independiente existe un solo
valor para la variable dependiente. Así se observa ómo ambia la variable independiente on
respeto a la variable dependiente, omo el ejemplo del ambio limátio y sus onseuenias.
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Las variables que se presentan en el desarrollo del apítulo son uantitativas, por lo ual, se
utilizan los números reales para uantiarlas entre ellas. El vínulo estará ligado por una
euaión algebraia, que establee la relaión de una variable on respeto a la otra.
Sea B el onjunto formado por los valores de la variable independiente (que también reibe
el nombre de dominio) y C el onjunto formado por los valores de la variable dependiente
(llamado odominio), donde exista una relaión entre B y C es posible armar que es una
funión, si f asigna a ada elemento x∈B un únio elemento y∈C llamado f(x) o imagen
de x bajo f.
Ejemplo 4.1
Para la funión f : R→R denida por f (x) =x2. Determinar la imagen de 4 y todas las
preimágenes de 81.
Soluión:
Primero se debe tener en uenta que la relaión f (x)=x2 es uno a uno, por lo ual todo
número real se relaiona on un únio número real. La imagen de 4 se alula sustituyendo
el valor de x = 4 en la funión, f(4) = 16. Las preimágenes de 16 son todos los valores de x
tal que f (x) = 16. Estos son los números reales uyo uadrado orresponde a 16.
Al resolver la euaión:
x2= 81
Esta soluión en R son x= 9 y x= −9, por lo ual las preimágenes de 81 son 9 y -9.
El dominio de una funión puede determinarse analítiamente teniendo en uenta que al
onjunto de los reales se le debe restar aquellos x que generen las siguientes situaiones para
las imágenes de la funión:
• Divisores ero
• Cantidades subradiales negativas para raíes de índie par
Las funiones polinómias tienen omo dominio el onjunto de los números reales. En el aso
de las funiones raionales se debe proeder omo en el siguiente ejemplo:
Ejemplo 4.2
Sea f (x) = 3xx+4 determine su dominio.
Soluión:
Se iguala el denominador a ero y se resuelve la euaión obtenida. El ejemplo x+4 = 0 tiene
omo soluión x = −4. Esto quiere deir que f(−4) no está denido ya que la sustituión
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de x por −4 da omo resultado f (−4) = − 120 . Según lo anterior el dominio orresponde al
onjunto de los números reales menos el valor −4.
La anterior onlusión se esribe de la siguiente forma: R−{−4}.
Ejemplo 4.3
Sea f (x) = 5x+3x2−5x+6 determine su dominio.
Soluión:
De forma similar al ejemplo anterior se iguala el denominador a ero y se resuelve la euaión
resultante para obtener: x2 − 5x+ 6 = 0 uyas soluiones son x = 3, x = 2.
De tal forma que el dominio de la funión es entones: R−{3, 2}
Ejemplo 4.4
Sea f (x) =
√
x+9
x−4 . Determine el dominio de f.
Soluión:
Para esta funión se ombinan dos de las situaiones presentadas anteriormente ya que es
neesario que x+9≥0, para que dé una soluión real debido al índie par en la raíz. También
se neesita que el denominador x−4 6=0. Por lo ual x≥−9 y x6=4; por tanto, el dominio de
la funión orresponde al onjunto (R−{3, 2}) ∪ x ≥ −9, expresión equivalente a R−{3, 2}
Ejemplo 4.5
El perímetro de un retángulo es 100 metros. Si se dene b omo la base y h omo la altura
determine una funión para la base en funión de la altura y enuentre su dominio.
Soluión:
El perímetro del retángulo es 100 m, entones 2b+2h= 100; luego, b=100−2h2 , simpliando
se obtiene b= 20−h. De tal forma que la base en funión de la altura es: b (h)= 20−h.
Dado que la altura debe ser mayor que ero, es deir, h≥0, por ser una longitud, no podría
tomar valores negativos. El dominio de la funión es [0;20].
4.1. Representaión gráa de funiones
Una funión f(x) se representa mediante el onjunto de puntos en el plano artesiano de la
forma (x, f(x)), donde x pertenee al dominio de la funión y f(x) es su imagen bajo f y
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por tanto pertenee al odominio. A ontinuaión se presentan diferentes guras; solo una
orresponde a la funión real de variable real.
Figura 4.2. Graas: a) Es funión b) No es funión ) No es funión.
4.2. Funión identidad, parte entera y valor absoluto
Tabla 4.1. Funiones identidad, parte entera y valor absoluto
Funión identidad. f(x) = x es una funión en donde la
imagen y preimagen son iguales. Su dominio es R, y su
rango (−∞,∞), su representaión es una reta que pasa
por el punto (0, 0) del plano formando un ángulo de 45◦
on el eje x.
Funión parte entera. f(x) = [x]
Esta funión asigna a x, el mayor entero que es menor
o igual a x, el dominio son los R, pero su rango son los
Z. La gura tiene forma de esalera, su araterístia
es relaionar a todo número no entero on el entero
inmediato a la izquierda en la reta numéria; si es
un número entero se le asigna el mismo número.
f(x) = [x]
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Funión valor absoluto. F (x) = |x| orresponde a una fun-
ión real, su imagen es el valor absoluto de la preimagen.
Su dominio es el onjunto de los números reales R, y su
rango [0,∞+) .
f(x) = |x|
4.3. Operaiones on funiones
Con las funiones es posible sumar, restar, multipliar, dividir y hallar funiones ompuestas
apliando propiedades de expresiones algebraias.
Ejemplo 4.6
Sea f (x) = xx2−9 y g (x) =
x+3
x , uyos dominios R−{−3, 3} y R−{0}; determinar el dominio
y el riterio para las funiones f + g, f − g y f.g.
Soluión.
El dominio orrespondiente para las funiones: f + g, f − g y f.g. es la interseión de los
dominios Df y Dg. Obtenemos R−{−3, 0, 3}.
f + g es f + g (x) = f (x) + g (x)
x




x2 + x3 + 3x2 − 9x− 27
x(x2 − 9)
=
x3 + 4x2 − 9x− 27
x(x2 − 9)
=
x3 + 4x2 − 9x− 27
x(x − 3)(x+ 3)
f − g es f − g(x) = f(x)− g(x)
x




x2 − x3 − 3x2 + 9x+ 27
x(x2 − 9)
=
−x3 − 2x2 + 9x+ 27
x(x2 − 9)
=
−x3 − 2x2 + 9x+ 27
x(x − 3)(x+ 3)
f.g es f.g(x) = f(x).g(x)
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x





x(x2 − 9) =
x(x + 3)
x(x− 3)(x+ 3) =
1
x− 3
El dominio para esta funión es R−{3}
Para el aso de la división el dominio sale de la división de los dominios de ada funión
eliminando los valores que anulan el divisor.
Ejemplo 4.7
Sean f (x) = 3x2 − 2x+ 1 y g (x) = √x+ 2 funiones reales, de variable real. Calule f ◦ g
y g ◦ f . Determine si son iguales.
Soluión:
La imagen de x bajo g es
√
x+ 2, entones se sustituye la variable x en la funión f por la
expresión
√
x+ 2 y se simplia. El resultado es:
(f ◦ g) (x) = 3(√x+ 2)2 − 2√x+ 2 + 1
(f ◦ g) (x) = 3 (x+ 2)− 2√x+ 2 + 1
(f ◦ g) (x) = 3x+ 7−√x+ 2
Para alular (g ◦ f) (x) se tiene que la imagen de x bajo f es f (x) = 3x2−2x+1, entones
se sustituye la variable x en la funión g por la expresión 3x2 − 2x+ 1 y se obtiene:
(g ◦ f) (x) =
√(
3x2 − 2x+ 1)+ 2
(g ◦ f) (x) =
√
3x2 − 2x+ 3
De lo anterior es posible armar que: (f ◦ g) (x) 6= (g ◦ f) (x)
4.4. Funión lineal
Esta funión es de gran utilidad en los métodos estadístios. Se le denomina la reta del
mejor ajuste, que ayuda a estudiar los omportamientos de las variables en problemas espe-
íos.
Una funión y = f(x) es lineal, si el inremento o la disminuión en la variable dependiente
es diretamente proporional a la diferenia en la variable independiente. En este aso se
puede armar que las variables se relaionan linealmente.
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Para y = f (x); y1 = f(x1) entones y − y1 = m(x − x1), donde m es la onstante de
proporionalidad. Se puede reesribir omo y = mx+ y1 −mx1, si b = y1 −mx1, y obtener
f(x) = mx+ b que orresponde a la forma omo se expresa omúnmente la funión lineal.
Ejemplo 4.8
La tabla india los puntos de ebulliión de algunas sustanias en las esalas de temperatura
Fahrenheit F y Celsius C.






Veriar que las variables F y C están relaionadas linealmente y que F se expresa en
funión de C.
Soluión
Para veriar que las dos variables están relaionadas se toman dos valores respetivamente,
F1 = 212 y F2 = −297,4 y C1 = 100 y C2 = −183. Se aplia:
F1 − F2 = m (C1 − C2)⇒ 212− (−297,4) = m (100− (−183))⇒ m = 509,4
283
= 1,8
y b = F1 − mC1 = 212 − 1,8 × 100 = 32, por tanto se obtiene F (C) = 1,8C + 32: es la
funión que expresa a F en funión de C.
m = 1,8 india que un inremento en un grado en la esala Celsius equivale a aumentar 1,8
grados en la esala Fahrenheit. Podemos deir que el valor de m determina una razón de
reimiento o dereimiento entre variables y b es la interseion on el eje y.
Ejemplo 4.9
Si F y C representan las esalas de temperatura Fahrenheit y Celsius, exprese C en funión
de F .
Soluión
Para expresarC en funión de F se busa la funión inversa de F (C) = 1,8C+32, enontrada
en el ejemplo anterior. Esto se logra despejando C, de donde se obtiene:
F = 1,8C + 32
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4.5. Representaión de la funión lineal
Cuando se representa la funión lineal es importante tener en uenta lo siguiente:
Si x1 < x2 teniendo presente las propiedades de las desigualdades se tiene que mx1 + b <
mx2 + b si m > 0, esto india que la funión lineal es reiente.
Si mx1 + b > mx2 + b si m < 0 la funión lineal es dereiente.
Y por último uando la pendiente m = 0, se puede onluir que la funión es onstante, esto
se puede evideniar en la gura 4.3 que representa la pendiente.
Figura 4.3. Funiones lineales dereiente, reiente y onstante
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4.5.1. Euaión de la reta
Ejemplo 4.10
Dadas las euaiones:
4x− 6y = 2
x = 12 +
3
2y
Veriar si representan la misma reta.
Soluión:
Se puede notar que las euaiones son equivalentes al transformar una de ellas en la otra.
Al iniiar on la euaión 4x− 6y = 2 y despejar x resulta:











La última expresión es igual a la segunda euaión on lo ual se ha demostrado su equiva-
lenia.
Ejemplo 4.11
a. Si una reta tiene pendiente 4 y su punto de interseión sobre el eje y es (0,−5) ¾Cuál
será su euaión?
Como m = 4 y b = −5, de la forma de punto-interseión de la euaión se obtiene lo
siguiente: y = 4x− 5.
b. Sea la euaión de la reta −6y + 10x = 8 determine el punto de interseión on el eje
y y el valor de la pendiente de la reta.
Se esribe la euaión de la forma y = mx+ b, es deir, se despeja y
−6y + 10x = 8











De tal forma que la pendiente de la reta es m = 53 y la interseión on el eje y es b = − 43 .
Al relaionar una euaión de la forma ax + by = c on un onjunto de puntos, los uales
satisfaen la euaión es posible armar que si a, b y c son números reales, tales que a y b no
son ero a la vez, entones el onjunto {(x, y) : ax+ by = c} tiene omo gráa una reta.
A la euaión ax+ by = c se le llama euaión de la reta.
Ejemplo 4.12
Determine la interseión de las retas:
10x− 2y = 2
−4x+ y = 5
Soluión:
La interseión es una pareja ordenada que orresponde a un punto del plano donde las retas
se ortan. Para busar el punto de orte de las retas se multiplia la segunda euaión por
2 y se suma on la primera para obtener:
10x− 2y − 8x+ 2y = 2 + 10
2x = 12
x = 6
Este resultado de x será sustituido en la primera euaión y da omo resultado:
60− 2y = 2






De donde es posible onluir que el punto de interseión es (6,29).
Ejemplo 4.13
Determine el punto donde se ortan las retas on euaiones 4x+ 6y = 5 y − 2x− 3y = 1
Soluión:
Al despejar la variable y de la euaión 4x+ 6y = 5, se puede evideniar y = −23 x+
5
6 , y al
realizar el mismo proedimiento para la euaión −2x−3y = 1 obtenemos: y = −23 x− 13 . Por
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tanto se puede observar que las dos retas tienen la misma pendiente y diferente interseión.
Se onluye que las retas son paralelas.
Ejemplo 4.14
¾Son perpendiulares las retas
5
4x+ y = −10 y y = 45x+ 8?
Soluión:
Para resolver este problema se debe determinar la pendiente de ambas retas y alular el
produto m1.m2. Para la primera euaión se reesribe y = − 54x − 10, donde m1 = − 54 y
para la segunda reta la m2 =
4
5 , alulamos m1.m2 = − 54 . 44 = −1, esto nos lleva a deduir
que las dos retas son perpendiulares.
Figura 4.4. Retas perpendiulares
(1) Ejeriios de trabajo en lase
Enuentre la pendiente de la reta que pasa por P y Q
1. P (2, 2) , Q(−10, 0)
2. P (−1,−4) , Q(6, 0)
3. P (1, 2) , Q(3, 3)
Para los puntos 4, 5 y 6 determine una euaión de la reta que umpla las ondiiones
indiadas:
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4. Pasa por (−1,−2) y (4, 3)
5. Pendiente 3; interseión en y es -2
6. Interseión en x es − 8; interseión en y es 6
4.5.2. Modelado de la funión lineal
Ejemplo 4.15
Un deportista que hae habitualmente una hora de ejeriio quema 210 alorías usando una
máquina aminadora on una veloidad de 20 kilómetros por hora, si va a 60 kilómetros por
hora, este deportista quema 370 alorías. Las alorías quemadas por hora son representadas
por la letra C y la veloidad es representada on V .
Determine.
a) La funión C (v) que desriba la situaión
b) Si la veloidad del deportista es de 8 kilómetros por hora ¾Cuál será la antidad de
alorias quemadas?
Soluión:
Para enontrar la funión lineal C(v) que se ajusta a los datos debemos enontrar la pendien-










El valor 40 representa la razón de reimiento.
Como ya obtuvimos la pendiente entones vamos a utilizar la euaión. Punto pendiente.
y − y1 = m(x− x1). Apliando esta euaión obtenemos:
(Reordemos que para utilizar la euaión neesitamos por lo menos un punto y el valor de
la pendiente).
y − 210 = 40(x− 20)
y − 210 = 40x− 80
y = 40x− 80 + 210
y = 40x+ 130
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4.6. Funión uadrátia
Esta funión es muy generosa ya que nos failita modelar situaiones problema en la geo-
metría, reimiento y dereimientos, lanzamiento de objetos y problemas que requieran
maximizar o minimizar gastos entre otros.
Se dene formalmente de la siguiente manera:
Sea f :R −→ R una funión, f es una funión uadrátia si existen onstantes a, b y c ∈
R con a 6= 0 y f (x) = ax2 + bx+ c.
La gráa de la funión uadrátia se llama parábola, f (x) = x2, que posee vértie y un eje
simétrio; también puede ser ónava o onvexa.
Figura 4.5. Eje de simetría y vértie en una parábola
Ejemplo 4.16
Exprese la funión f (x) = 2x2 + 4x− 16 en forma normal y trae su gráa.
Para expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.
f (x) = 3x2 − 12x+ 15
f (x) = 3
(
x2 − 4x)+ 15
f (x) = 3
(
x2 − 4x+ 4)+ 15− (3) .(4)f (x) = 3(x− 2)2 + 3
La forma normal es: f (x) = 3(x− 2)2 + 3
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Para trazar la gráa se desplazan 2 unidades a la dereha, se alarga en 3 y se desplazan 3







. Al haer el
reemplazo se obtiene V (2, 3) y la parábola abre haia arriba y su punto de interseión on
el eje y es f(0) = 15.
Figura 4.6. Vértie de la parábola 3(x− 2)2 + 3
4.7. Máximos y mínimos de una funión uadrátia
La funión uadrátia tiene vértie (h, k) y tiene un valor mínimo si la gráa abre haia
arriba, por el ontrario, la funión tiene un valor máximo ubiado en el vértie si su gráa
abre haia abajo.
Sea f una funión uadrátia de la forma f(x) = a(x − h)2 + k el valor máximo o el valor
mínimo de la funión se enuentra ubiado en x = h.
Si el oeiente del término uadrátio es mayor que ero, es deir a > 0, entones el
valor mínimo de la funión uadrátia será f (h) = k; por otra parte, si el oeiente del
término uadrátio es menor que ero, es deir a < 0, entones el valor máximo de la funión
uadrátia será f (h) = k.
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Figura 4.7. Valores máximos y mínimos de una parábola
Ejemplo 4.17
Dada la funión uadrátia f(x) = 6x2 + 12x− 5
a) Esriba la funión en forma normal
b) Determine las oordenadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y
) Elabore la gráa
d) Identique el valor mínimo o máximo de f
a) Para expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.











La forma normal es f (x) = 6(x+ 1)2 − 11
b) El vértie es (−1,−11) y la parábola abre haia arriba, el punto de interseión on el eje
y es f (0) = −5, es deir (0, 5), y los puntos que se intersean en x, se obtienen al haer
f (x) = 0. Se debe resolver la expresión utilizando la fórmula de la euaión uadrátia.
En este aso, on a= 6, b= 12, c= −5, el disriminante es positivo b2−4ac= 264 y la



























) Como el oeiente prinipal es positivo, f tiene un valor mínimo, que es:
f(−1) = −11
Ejemplo 4.18
Dada la funión uadrátia f (x) = −2x2+6x+1
a) Esriba la funión en forma normal.
b) Determine las oordenadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y.
) Elabore su gráa.
d) Identique el valor mínimo o máximo de f.
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a) Para poder expresar la funión en forma normal se debe fatorizar y ompletar uadrados.
f (x) = −2x2+6x+1
= −2
(














La forma normal es: f (x) = −2(x− 32)2 + 112
Figura 4.8. Punto máximo de la parábola f (x) = −2(x− 32)2 + 112







; la parábola abre haia abajo y el punto de interseión on el eje
y es f(0) = 1, es deir (0, 1). Los puntos de interseión on el eje x se obtienen al
estableer f(x) = 0. Para determinar los valores de x que satisfaen esta euaión se
utiliza la fórmula de la euaión uadrátia.
En este aso, a= −2, b= 6, c= 1, el disriminante es positivo b2−4ac= 44 y la euaión



































(2) Ejeriios en lase
Realie el siguiente proedimiento: esriba la funión en forma normal, determine las oorde-
nadas del vértie y los puntos de interseión on los ejes x y y, elabore la gráa e identique
el valor mínimo o máximo de f.
1. k (x) = 3x2 − 12x+ 13
2. g (x) = 2x2 + 8x+ 11
3. j(x) = 1− x− x2
4. f (x) = 5x2 + 12x− 3
Enuentre el dominio y el rango en las siguientes funiones:
5. f (x) = −8x+ 5x+ 12
6. h (x) = 14− 10x+ 2x2
7. k (x) = −9x2 + 5x+ 2
Determine la funión uadrátia uya gráa tiene vértie en (1,22) y para la que el punto
(4,16) pertenee a la gráa.
4.7.1. Modelado de la funión uadrátia
Ejemplo 4.19
Gloria es propietaria de una fábria de pantalones para dama, el osto C(n), que se genera
por la elaboraión de los pantalones se puede alular mediante la expresion:
C (n) = n (50− 0,2n)
En esta expresión, el fator (50− 0,2n) representa el preio por pantalón expresado en
dólares.
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a) Calule el osto generado al fabriar 30 pantalones
b) ¾Qué antidad de pantalones deben elaborarse para que se genere un osto de U$960?
Soluión:
a) Para determinar el osto generado por 30 pantalones evaluamos la funión para n = 30
C (n) = n (50− 0,2n)
C (30) = 30 (50− 0,2(30))
C (30) = 30 [50− 6]
C (30) = 30(44)
C (30) = 1320
En este aso el osto es de $1320 dólares.
b) Se quiere determinar el número pantalones que se deben fabriar para generar ostos por
U$960 dólares, para lo ual se hae C (n) = 960 y despejar n.
C (n) = n (50− 0,2n)
960 = n (50− 0,2n)
960 = 50n− 0,2n2
0,2n2 − 50n+ 960 = 0
Para desarrollar esta euaión se usa la fórmula uadrátia.































Se debe tener en uenta que las dos soluiones son válidas, ya que son positivas y en
onseuenia se genera un osto de U$960, uando se fabrian 240 pantalones para dama
o 10 pantalones para dama.
Ejemplo 4.20
Se quiere onstruir una aja on base uadrada sin tapa a partir de una lámina uadrada
de aero, ortando en ada esquina uadrados de 2 m de lado, y doblando para formar la
aja. ¾Qué dimensiones debe tener la lámina para que la aja tenga un volumen de 32 m
3
?
Figura 4.9. Representaión de una aja de base uadrada sin tapa
Soluión
Según la gura 32, si x representa la longitud del lado de la lámina, x − 8 será la longitud
de ada lado de la base. El volumen de la aja se alula on la euaión 2(x− 8)2 = 32,
Al igualar a ero la euaión uadrátia se obtiene 2x2 − 32x + 96 = 0. En este aso,
a= 2, b= −32, c= 96, el disriminante es positivo b2−4ac= 256 y la euaión dada tiene







Los resultados de los tiempos son x1 =
32+16
4 = 12 y x2 =
32−16
4 = 4
x no puede ser 4 ya que se deben ortar uadrados en ada esquina de lado 4. Por lo anterior,
las dimensiones que debe tener la lámina de aero son 12× 12 m2.
Ejemplo 4.21
Un atleta en una ompetenia de tiro on aro realiza el disparo de una eha haia arriba,
desde una altura de 1 metro sobre el piso. La altura (h) representada en metros, en funión
del tiempo t expresado en segundos, está dada por la siguiente euaión:
h = −2t2 + 160t+ 100
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Halle el tiempo trasurrido de la eha uando alane una altura de 1100 metros
Soluión:
Para resolver se halla el valor de t, para una h = 1100. Esto se realiza sustituyendo h por
1100 en la euaión uadrátia iniial.
1100 = 2t2 + 160t+ 100
Al igualar a ero la euaión uadrátia 2t2−160t−1000 = 0, on a= −2, b= −160, c= −1000,











Los resultados de los tiempos son t1 = 40 + 10
√
21 ≈ 85,8 y t2 = 40 − 10
√
21 ≈ −5,8. Por
tanto, la soluión del problema es t1 = 85,8 segundos; es el tiempo que dura el proyetil
uando sube para estar a 1100 metros de altura. Ya que t2 no es posible asumirlo porque el
tiempo nuna es negativo.
4.8. Funión exponenial base a
La funión exponenial tiene la forma f (x) = ax, en esta expresión se onsidera a 6= 1 y
a > 0. Como en las expresiones algebraias a se denomina base y x se denomina exponente.
El dominio de la funión exponenial es el onjunto de los números reales.
Para analizar la forma de la gráa en la funión exponenial, se toma a = 2 (a > 0) y el
luego se toma a = 12 (0 < a < 1). A ontinuaión se representan las funiones en la gura
4.10.





y f(x) = ax
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Figura 4.10. Representaión de la funión exponenial
Figura 4.11. Representaión de propiedades de la funión exponenial
Propiedades de las funiones exponeniales.
1. a0 = 1, para a > 0
2. f (x) = ax > 0 para todo x ∈ R y a > 0
3. La gráa de f (x) = ax > 0 para ualquier a > 0 es ontinua.




> ax2 si a < 1
< ax2 si 0 < a < 1
5. Para a > 1 la funión f (x) = ax es reiente y para 0 < a < 1 la funión es dereiente.
Ejemplo 4.22
Ordene en forma asendente los siguientes números
a) 2−2, 2
1
3 , 20,4, 2
√
2
la funión y = 2x, para x ∈ R, ree por tanto 2−2, 20,4, 2 13 , 2
√
2
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b) 4
1

































Simplique las siguientes expresiones:
a. 3x,3x+5 = 32x+5
b. 2x + (1/2)
−x























(1 + 3x) . (3x + 1)
(2x,3x)
=
3x + 9x + 1
6x
Ejemplo 4.24
Hallar el onjunto de todos los números reales x tales que 27x−1 = 9x+2
27x−1 = 9x+2
⇒ (33)x−1 = (32)x+2
⇒ 33x−3 = 32x+4
⇒ 3x− 3 = 2x+ 4
⇒ x = 7
El onjunto soluión tiene omo únio elemento a 7, es deir, el onjunto soluión es {7}.
4.9. Funión exponenial base e




. Si se dan valores
a n, ada vez más grandes se obtiene:
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n 1 100 1000 100000 1000000 10000000(
1 + 1n
)n
2 2.7048 2.7169 2.71826 2.71828 2.71828
Podemos evideniar de la tabla anterior que a medida que los valores de n son más grandes
se van aerando a 3, pero nuna serán mayores a este valor, lo ual se aproxima a un número
irraional que onoemos omo e = 2,71828182 . . . La funión exponenial es más onoida
omo f (x) = ex.
Figura 4.12. Funión Exponenial ex
Ejemplo 4.25
Fatorizar sobre los números reales:
a.






= 3 (ex + 5ey) (ex − 5ey)
b.
e2x − ex − 6 = (ex)2 − ex − 6
= (ex − 3) (ex + 2)
Ejemplo 4.26
Efetuar las operaiones indiadas





























= ex (ex − 1)
(3) Ejeriios de trabajo en lase





Elabore las gráas en un mismo sistema de ejes para las siguientes funiones y analie su
omportamiento:















Simplique las siguientes expresiones:
7. 105.107,10











Fatorie para los números reales:
12. 2x + 23x




15. 4e3a − 36e3a
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4.10. Funión logaritmo (Base a)
Puesto que la funión f (x) = ax, a > 0, a 6= 1 es inyetiva, entones existe su inversa f−1(x),
esta funión reibe el nombre de funión logaritmo en base a y se denota f−1 (x) = logax.
El dominio de esta funión es (0,∞)
La funión y = logax con a = e, es deir, la funión inversa de k (x) = e
x
se llama funión
logaritmo natural y se denota por f(x) = ln(x), es deir, ln(x) = logex por tanto y = ln (x)
que equivale a x = ey.
Para las parejas de funiones y sus inversas son simétrias respeto a la reta y = x.
Figura 4.13. Funión logaritmo
Basados en la gura 4.13 se puede deduir lo siguiente:
a. loga 1 = 0 uando a 6= 1.
b. El dominio de la funión logarítmia en base a es (0,∞) y su rango son los números
reales.
. Si a > 1, f(x) = logax la funión logaritmo es reiente y si 0 < a < 1 la funión
logaritmo es dereiente.
d. Para la funión f (x) = logax , si a > 1 las imágenes de la funión tienden a +∞ para
valores muy grandes de x.
e. Para la funión f (x) = logax , si 0 < a < 1, los valores de las imágenes tienden a −∞
uando x tiende a ero. Es posible armar que la reta x = 0 es una asíntota vertial de
f (x) = logax .
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Ejemplo 4.27
1. Si x = 25 ⇒ log2x = log225 = 5
2. Si log3x = 4 ⇒ x = 34
3. Si log 1
2
x = −3 =⇒ x = ( 12)−3
4. Si x = 6−3 ⇒ log6x = log66−3 = −3
5. log77
3 = 3
6. 5log52 = 2
4.10.1. Propiedades










si x > 0 y y > 0
a. log3125 = log3 (5) (5) (5) = log35 +
log35 + log35
b. log210 + log28 + log220 = log21600
. Hallar el valor de x
log10x = log105 + log104 + log105
log10x = log105 + log104 + log105











si x > 0 y y > 0
a. log 155 = log15 − log5
b. log abcxyz = logabc − logxy
. loga + logb +logc −logx − logy
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3. ax = bxlogba
ax = exlna
a. Pasar 3x a base 5 entones 3x = 5xlog53














4.10.2. Euaiones on logaritmos
Ejemplo 4.28
Halle el valor de x para ada una de las siguientes euaiones:
1. 2x = 5x
ln2x = ln5x
xln2 = xln5














3. log (x− 15) + logx = 2. En primer lugar x > 0 y x− 15 > 0, es deir, x > 15
log (x− 15) + logx = 2
log (x− 15) x = 2
(x− 15)x = 102
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x2 − 15x− 100 = 0
(x− 20) (x+ 5) = 0
x = 20 ó x = −5
Como debe ser mayor de 15 el valor que satisfae la euaión es x = 20
4. log2x + log1/2x + log4x + log
√
2x = 15/2
Debemos pasar la expresión a base 2:
log1/2x = log2−1x = −log2x




log4x = log22x = 1/2log2x de esta forma:
log2x− log2x+ 1
2log2x
+ 2log2x = (5/2)log2x
Entones:
(5/2)log2x = 15/2











logx ≥ 0 y x > 0 ⇒ x ≥ 1














logx = 0 o 1− 1
4
logx = 0
x = 1 o 1 =
1
4
logx ⇔ logx = 4⇔ x = 104
Los dos valores de x son mayores o iguales a 1, por tanto satisfaen la euaión.
(4) Ejeriios de trabajo en lase











3. 10x = 0,01
Esribir las siguientes expresiones en forma exponenial:
4. log264 = 6
5. log5125 = 3
6. loge1 = 0
Usando la deniión de logaritmos hallar el valor de x:




9. x = log5x = 0
Enuentre las bases de los siguientes logaritmos:
10. loga36 = 2
11. logh2 = 0,5
12. logx = −0,02
Resuelva las siguientes euaiones:
13. 5x = 125
14. log2 (x− 5) = 3
15. ln (x− 3) = 3
16. xlogx = 100x
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4.11. Modelado de las funiones exponenial y logarít-
mia
Ejemplo 4.30
La poblaión mundial en 2015 era de 7350 millones de personas y la tasa de reimiento
estimada anual es de 1,18%. Si la poblaión tiene reimiento exponenial. ¾Cuándo se du-
pliará la poblaión mundial?
Para iniiar se debe dupliar la poblaión orrespondiente a 2015, es deir, 14700 habitantes.




Utilizando los logaritmos se obtiene:
ln2 = 0,0118t⇔ t = ln5
0,0118
≈ 58,7
Si la poblaión mantiene esta tasa de reimiento, entones es posible inferir que pasados
58.7 años podremos ver dupliada la poblaión mundial.
Ejeriios del apítulo. Trabajo independiente
Ejeriios de la seión 4.1-4.3
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1-3 Dadas las siguientes funiones alule f (2) y f (5) . Determine x ∈ R tal que f (x) = 7
1. f (x) = 3x+ 5
2. f (x) = 3x−42
3. f (x) = 5x2 − 3x+ 8
4-6 Para las siguientes funiones alule la imagen de x = 2 y las preimágenes de 10.
4. f (x) = x2 − 2x+ 4




6. f (x) =
∣∣x2 − 32∣∣
7-12 Determine los dominios reales para las siguientes funiones:
7. f (x) = x3x−5 − 5x−1
8. f (x) =
√
5− 2x+√3x+ 11









11. f (x) = x−4 + 2x−2 − 3
12. f (x) = 3
√
4x− 1 +√x+ 1









. Determine x ∈ R tal que f (x) = 30
14. Considere f (x) = xx+1 y g (x) =
2x−1
x . Determine el dominio y riterios para
f + g, f − g, f.g, f
g
, f ◦ g y g ◦ f.
15-17 Enuentre el punto de orte de las gráas de f y g.
15. f (x) =
√
2x+ 4 y g (x) = x
16. f (x) = 4x+1x y g (x) = 3x+ 2
17. f (x) = 5x2 + 8x− 10 y g (x) = 2 + x3
18-20 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
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18. El volumen de un ilindro irular reto es de 10 m3 y el radio de la base es r,
onsidere las variables: h, altura en cm y S en m2 área total del ilindro. Enuentre
h (r) y S (r) , y halle el dominio.
19. Un trapeio está insrito en un semiírulo de radio 2, de manera que su base mayor
es su diámetro. Exprese el área del trapeio en funión de su altura h.
20. Exprese el área de un triángulo isóseles que se ha insrito en un írulo de radio 5,
en términos de la base b del triángulo.
Ejeriios de la seión 4.4
21-24 Determine las euaiones de las retas que umplan ada una de las siguientes ondi-
iones:
21. Contiene los puntos (2, 7) y (1,−1)
22. Pasa por el punto (2, 5) e intersea al eje x en (0,−4)
23. Intersea al eje x en (3, 0) e intersea al eje y en (0,−6)
24. Pasa por la interseión en el eje y de 2x+ 3y = 2 y es perpendiular a esta reta.
25. Determine el valor de k para las retas 5x+5y− 3 = 0 y y = −3kx+1 sean paralelas
o sean perpendiulares.
26-30 Clasique las siguientes restas en reientes, dereientes, onstantes o vertiales:






28. 2y − 8x = 3 (4 + 5x)− 8





6 = 11x+ 7y + 1
31-34 Enuentre el punto de interseión de las retas:





2 = 6 y 4x+ 15y = 7





3 = 1 y 5x+ 8y = −6
35-38 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
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35. Si la longitud de una varilla está relaionada linealmente on la temperatura, y se sabe
que la longitud es de 108,75 m a 25◦C y de 109,08 m a 36◦C. ¾Cuál es la longitud a
x◦C?
36. Los arros se han depreiado ada vez más. Suponga que uno que ompró hae dos años
on un osto de $35 000 000; si el valor empieza a disminuir a razón de $100 000 anuales,
esriba el valor V en pesos del arro en el año t después de haber sido omprado. ¾Cuál
es el valor atual? ¾Cuánto tiempo tardará en valer $500 000 ?
De auerdo on la ley de Hooke
1
desarrolle los siguientes ejeriios.
37. Un resorte de 10 m de longitud iniial se uelga de una viga; si se pone un peso de 2
kg el resorte se estira 5 m. Determine uánto medirá on peso de 3,7 kg, si el largo del
alambre que forma el resorte es de 35 m. Determine el máximo peso que teóriamente
puede soportar.
38. Si la longitud de un resorte l en funión del peso w está dado por la funión
l (w) = 0,8x+ 3,6. ¾Cuál es la longitud del resorte? ¾Cuánto estira por kilo?
39-40 Determine si las siguientes tablas orresponden a una funión lineal; de ser así, en-
uentre la fórmula.
39.
x -2 5 8
f(x) 9 -5 -11
40.
x 2 6 10
f(x) -8 3 11
41. Suponga que la gráa de la poblaión mundial en los últimos años es una reta. ¾Cómo
está variando la poblaión si la pendiente de esa gráa es positiva? ¾y si es negativa?
¾Qué signiaría que la pendiente de esa reta sea ero?
Ejeriios de la seión 4.5
42-46 Determine los valores máximo o mínimo de ada una de las siguientes funiones.
42. f (x) = x2 + x+ 1
43. f (t) = 100− 49t− 7t2
44. f (s) = s2 − 12s+ 16
45. f (x) = 13x2 − 27x− 6 37
46. g (x) = 100x2 − 1500x
1
Reordemos que la relaión de estiramiento y la fuerza es la magnitud de la fuerza del resorte que es
igual al peso de la masa suspendida, uando el sistema está en posiión de equilibrio.
4.11. MODELADO DE LAS FUNCIONES EXPONENCIAL Y LOGARÍTMICA 141
47. h (a) = 2a (a− 4) + 7
48. Determine una funión uadrátia para la ual el vértie de su gráa es (1,-2) y que
ontiene al punto (4,16).
49-51 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
49. Sebastián desea onstruir una era retangular para sus 5 aballos. Compró 1200
metros para el orral, on la ondiión de que uno de sus lados mida 600 metros.
a. Plantee la funión que expresa el área del orral en funión del anho x del orral.
b. Calule las dimensiones del orral que enierre el área máxima.
50. Dos estudiantes de ingeniería ivil de la Universidad Católia de Colombia quieren
onstruir un anal on una lámina de aluminio que tiene forma retangular de 50
pulgadas de anho.
a. Enuentre la funión que plantea el área de seión transversal del anal de aguas
residuales en funión de x.
b. ¾Cuál es la máxima área de la seión transversal del anal?
51. Un equipo de fútbol juega la nal de un torneo loal en el estadio El Campín que
tiene una apaidad para 36.343 aionados. Con un preio promedio de $60.000, la
asistenia promedio por partidos es 20.000. Se han realizado enuestas y estas oluyen
que on una rebaja del 7% en las boletas, la asistenia a los partidos sube en un 15%.
a. Enuentre la funión del ingreso en funión del preio de la boleta.
b. Calule el preio que genera el máximo ingreso por ventas de boletas
. ¾Cuál es el preio de venta de boletería que genera ero ingresos?
Ejeriios de la seión 4.6
51- 61 Graque la funión y exprese el dominio, rango y asíntotas.
51. f (x) = −3x
52. g (x) = 2x − 4
53. h (x) = 2x−6
54. f (t) = 1− 5−x





56. f (x) = −ex
57. y = 1− ex
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58. f (x) = ex−3 + 4
59. g (x) = −ex−3 − 2
60. f (x) = −e−x






63-64 Plantee y resuelva los siguientes problemas:
63. La empresa Petroleum Company ontrata a un ingeniero espeializado en perforaiones
on un exelente salario, y le propone dos formas de pago:
64. Un millón de dólares pagaderos mes venido (30 días)
65. 2n entavos en el día n en periodos de tiempo de un mes (30 días)
¾Cuál de las dos formas de pago le favoree más?
66. El profesor de matemátias deja una tarea a su grupo de estudiantes, soliita que
se elabore la gráa de la funión exponenial f (x) = 2x, para x entre 0 y 10, e
india usar una esala de 10 unidades por ada entímetro de papel. ¾Cuáles serían
las dimensiones mínimas de la hoja en la que se entregue la tarea?
65-72 Resuelva las euaiones exponeniales:
65. e−8x = 9
66. 32x−1 = 5
67. 3ex = 10
68. 10 + 53x = 6
69. 5x/100 = 2
70. e2x+1 = 200







Ejeriios de la seión 4.7
73-80 De la euaión logarítmia despeje x:
73. lnx = 20
74. log (x− 4) = 3
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75. ln (3 + x) = 2
76. log2
(
x2 − x− 2) = 2






79. x+ log (1 + 2x) = xlog5 + log6
80. log−1x = 2 + log−1x
81-83 Plantee y resuelva los siguientes problemas
2
:
81. La diultad de usar el ratón para haer li en un íono en la pantalla de un ompu-
tador depende de la distania del objetivo y de su tamaño. De auerdo on la ley de








Donde W representa el anho del objetivo y A es la distania al entro del objetivo.
Compare la diultad de haer li en un íono de 5 mm en uno de 10 mm de anho
y suponga que el ratón está a 100 mm del íono.
82. Tome logaritmos para demostrar que la euaión x
1
logx = 5 no tiene soluión. ¾Para
qué valores de k tiene soluión la euaión x
1
logx = k?
83. Analie y resuelva ómo se transforman euaiones on logaritmos en euaiones linea-
les y uadrátias, usando las siguientes sugerenias:
a. (x− 1)log(x−1) = 100(x− 1) sugerenia (tome log de ada lado)
b. log2x + log4x + log8x = 11 sugerenia (ambie todos los log a base 2)
. 4x − 2x+1 = 3 sugerenia (esriba omo uadrátia en 2x)
Apliaión on tenología
Desarrolle los siguientes ejeriios usando el programa www.symbolab.om, donde
podrá evideniar los proesos desarrollados analítiamente.
84-86 Determine la euaión de la reta que umple on las ondiiones dadas y elabore
la gráa.
2
Los problemas 81-83 fueron tomados del libro de Preálulo de Stewart.
144 4. FUNCIONES
84. Pasa por (1, 7) y tiene pendiente 23
85. La reta ontiene el punto (1, 26) y es paralela a la reta x+ 2y = 6
86. La reta es perpendiular a la reta 2x+ 5y + 8 = 0 y ontiene al punto (−1, −2)
87-89 Dadas las siguientes funiones uadrátias determine dominio, rango, vértie,
valores de las interseiones on los ejes y el máximo o mínimo de forma analítia y gráa
para ada una de las funiones que se presentan a ontinuaión:
87. f (x) = −2x2 − 2,6x+ 1,8
88. f (x) = 1,5x2 + 3,7x− 0,8
89. f (x) = −√5x2 − x+ 2
90-92 Haga las dos gráas de la familia de las funiones para c= 0,15, 0,50, 1, 5 y des-
riba el omportamiento de las gráas analizando el rango de las funiones y su reimiento
o dereimiento.
90. f (x) = c5x
91. f (x) = 5cx
92. Elabore las gráas de forma simultánea de las funiones f (x) = 1+ln (1 + x) y h (x) =√
x y desriba su omportamiento.
Proyetos apliados a las ienias básias
Desarrolle las siguientes ideas que representan proyetos basados en los ontenidos vistos en
el apítulo
• El mejor ajuste ontra el ajuste exato: http://www.stewartmath.om/dp_fops_sam-
ples/dp13.html
• Relaiones y funiones: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp4.html
• Explosión exponenial: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp7.html
• Diseñando una montaña rusa: http://www.stewartmath.om/dp_fops_samples/dp18.html
Soluión de los ejeriios de trabajo en lase
1. m = 16
3. m = 12
5. y = 3x− 2
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7. Use la fórmula de la pendiente y la euaión general de la reta y = mx + b para
enontrar y = x− 1
9. Dominio: (−∞,∞); rango: [3,∞); interseión on eje x: no tiene.
Interseión on eje y: (0, 11); vértie:(−2, 3),
146 4. FUNCIONES
11. Dominio: (−∞,∞); rango: [− 515 ,∞);














Interseión on eje y: (0,−3); vértie: (− 65 ,− 515 ).
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13. Dominio: (−∞,∞); rango: [ 32 ,∞);
Interseión on eje x: no tiene.
Interseión on eje y: (0, 14); vértie: (52 ,− 32 ).











= 0,77111 . . .
17. f(x) = 8x, f(2) · f(6) = 88 = 16777216
148 4. FUNCIONES
19.

























27. Apliar las leyes de los exponentes ab.ac=ab+c:
ex + exey factorizando ex , ex (ey + 1)








33. 26 = 64
35. e0 = 1
37. x = 4
2
3 , x ≈ 2,51984209 . . .
39. a = 6




, x ∼= 0,97723722 . . .
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43. x = 13
45. x = 10, x = 0,01
47. x = 0,0001, x = 10
Soluión de los ejeriios de trabajo independiente
1. f (2) = 11, f (5) = 20, x = 2/3




5. f (2) =
√
6
2 , x = − 10097
7. Dominio: (−∞, 1) ∪ (1, 53) ∪ ( 53 ,∞)
9. Dominio: [−3, 103
)
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= 9x2 + 9x2 , x = 3, x =
1
3
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15. x = −4
17. x = 6; 1;−2
152 4. FUNCIONES
21. y = 8x− 9
23.
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27. y = − 2x3 + 2, dereiente on pendiente negativa
29. y = −6x+ 2
31. x = 715
154 4. FUNCIONES
33. x = − 2474
39. La tabla de valores no orresponde a una funión lineal.
43. Máximo:
(− 72 , 7434 )
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53. Dominio: (−∞,∞); rango: (−4,∞); asíntota H :y = −4;
interseion x: (2, 0) ; interseión y: (0,−3)
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55. Dominio: (−∞,∞); rango: (−∞, 1); asíntota H :y = 1;
interseion x: (0, 0) ; interseión y: (0, 0)
57. Dominio: (−∞,∞); rango: (0, 1); asíntota H :y = 0;
Interseión y: (0, 1)
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61. Dominio: (−∞,∞) ; rango : (−∞, 0); asíntota H :y = 0;
Interseión y: (0,−1)
158 4. FUNCIONES
65. x = − ln(3)4 ;x = −0,27465 . . .
67. x = − ln(9)8 ;x = −0,27465307 . . .
69. x = 100ln(2)ln(5) ;x = 43,06766 . . .
71. x = − ln(18)
ln 83
73. x = e20;x = 4854 . . .
75. x = e2 − 3;x = 4,3890 . . .
77. x = 3
79. x = 1
